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Ââåäåíèå
Òðåõñëîéíûå êîíñòðóêöèè ñ ëåãêèì çàïîëíèòåëåì øèðîêî

ïðèìåíÿþòñÿ â òàêèõ îòðàñëÿõ, êàê àâèàñòðîåíèå, êîðàáëå-
ñòðîåíèå, ñòðîèòåëüñòâî è äð. Ïðè òåõ æå æåñòêîñòíûõ è
ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ òàêèå êîíñòðóêöèè îêàçûâà-
þòñÿ ãîðàçäî ëåã÷å îäíîñëîéíûõ.

Íàðóæíûå ñëîè òðåõñëîéíûõ êîíñòðóêöèé èçãîòàâëèâàþò-
ñÿ èç ìàòåðèàëîâ ñ âûñîêèìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè (ñòàëü, àëþìèíèé, ñòåêëîïëàñòèêè), à â êà÷å-
ñòâå ìàòåðèàëà ñðåäíåãî ñëîÿ ìîæåò âûñòóïàòü ìèíåðàëüíàÿ
âàòà èëè ïåíîïîëèìåðû. 

Â êà÷åñòâå ïîëèìåðíîãî çàïîëíèòåëÿ òðåõñëîéíûõ ïàíåëåé
øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ïåíîïîëèóðåòàíû (ÏÏÓ). Èõ ñóùåñò-
âåííûì ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ îäíîñòàäèéíûé ïðîöåññ
ïîëó÷åíèÿ èçäåëèé ìåòîäîì íàïûëåíèÿ èëè çàëèâêè. Âñïå-
íèâàíèå è îòâåðäåâàíèå ÏÏÓ ïðîèñõîäèò áåç äîïîëíèòåëü-
íîãî ïîäîãðåâà â ðåçóëüòàòå ýêçîòåðìè÷åñêîé ðåàêöèè ñèí-
òåçà, ïðîòåêàþùåé ïðè ñìåøåíèè äâóõ, òðåõ èëè ÷åòûðåõ
æèäêèõ êîìïîíåíòîâ, ïðè îäíîâðåìåííîì ñöåïëåíèè ïåíî-
ïëàñòà ñ îáøèâêàìè. ÏÏÓ õàðàêòåðèçóåòñÿ õîðîøåé àäãå-
çèåé êî ìíîãèì ìàòåðèàëàì, âêëþ÷àÿ àëþìèíèé, ñòàëü è íå-
êîòîðûå ïëàñòèêè.

Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû îò 298 äî 338 Ê ñîðáöèîí-
íàÿ àêòèâíîñòü êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ïî îòíîøåíèþ ê
èîíàì Pt(IV) óâåëè÷èâàåòñÿ. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñîðáöè-
îííîé åìêîñòè (249 ìã/ã) è êîýôôèöèåíòà ìåæôàçíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (1590 ñì3/ã), îáíàðóæèâàåò êîìïîçèò 4-ÂÏ-ÂÀ-
SiO2 ïðè òåìïåðàòóðå 338 Ê (ðèñ. 3).

Âûâîäû
1. Ðàäèêàëüíîé ñîïîëèìåðèçàöèåé â ðàñòâîðå ÄÌÔÀ ñèí-

òåçèðîâàíû íîâûå ñîïîëèìåðû ÂÈÌ-ÂÀ, 4-ÂÏ-ÂÀ, ïðåäñòà-
âëÿþùèå èíòåðåñ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèà-
ëîâ. Èññëåäîâàíû çàêîíîìåðíîñòè ðàäèêàëüíîé ñîïîëèìåðè-
çàöèè, ðàññ÷èòàíû êîíñòàíòû îòíîñèòåëüíîé àêòèâíîñòè ñî-
ìîíîìåðîâ è ïàðàìåòðû ìèêðîñòðóêòóðû ñîïîëèìåðîâ. Óñ-
òàíîâëåíî, ÷òî ãåòåðîöèêëè÷åñêèå ìîíîìåðû ïðîÿâëÿþò áî-
ëåå âûñîêóþ ðåàêöèîííóþ ñïîñîáíîñòü, ÷åì èõ ñîìîíîìåðû.

2. Çîëü-ãåëü ñèíòåçîì â ùåëî÷íîé ñðåäå ñ ó÷àñòèåì òåòðà-
ýòîêñèñèëàíà è ñîïîëèìåðîâ ÂÈÌ-ÂÀ, 4-ÂÏ-ÂÀ ïîëó÷åíû
íîâûå ãèáðèäíûå êîìïîçèòû. Ãèáðèäíûå êîìïîçèòû 4-ÂÏ-
ÂÀ-SiO2, ÂÈÌ-ÂÀ-SiO2 ïðîÿâèëè âûñîêóþ ñîðáöèîííóþ àê-
òèâíîñòü â ðàñòâîðàõ ñîëÿíîé êèñëîòû ïî îòíîøåíèþ ê õëî-
ðîêîìïëåêñàì Pt(IV). Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñîðáöèîííîé
åìêîñòè (249 ìã/ã) è êîýôôèöèåíòà ìåæôàçíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ (1590 ñì3/ã) îáíàðóæèâàåò êîìïîçèò 4-ÂÏ-ÂÀ-SiO2 â 1 Ì
HCl ïðè 338 Ê. 
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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðàñ÷åòà ñýíäâè÷-ïàíåëåé ñ ïåíîïîëèóðåòàíîâûì ñðåäíèì ñëîåì ñ ó÷åòîì ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà. Ðåøåíèå ñâåëîñü ê
÷åòûðåì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäåí ïðèìåð ðàñ÷åòà øàðíèðíî îïåðòîé ïî êîíòóðó ïëèòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåíîïîëèóðåòàí, òðåõñëîéíûå ïëèòû ñ ëåãêèì çàïîëíèòåëåì, íåëèíåéíàÿ ïîëçó÷åñòü, óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà-Ãóðåâè÷à.
The problem of calculating sandwich panels with a polyurethane foam core is considered taking into account the creep of the material. The solution

was reduced to four second-order differential equations. An example of a calculation of a hinged on the contour plate is given.
Keywords: Polyurethane foam, three-layer plates with light filler, nonlinear creep, Maxwell-Gurevich equation.



Ïîìèìî óïðóãèõ ñâîéñòâ äëÿ ïåíîïîëèóðåòàíà, êàê è äëÿ
âñåõ ïîëèìåðîâ õàðàêòåðíà ÿâíî âûðàæåííàÿ âÿçêîóïðóãîñòü,
ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòå òðåõñëîéíûõ êîíñòðóêöèé ñ ïîëèìåð-
íûìè çàïîëíèòåëÿìè íà äëèòåëüíûå âîçäåéñòâèÿ íåîáõîäè-
ìî ïðèâëåêàòü àïïàðàò òåîðèè ïîëçó÷åñòè. 

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðàñ-
÷åòó ñ ó÷åòîì ïîëçó÷åñòè òðåõñëîéíûõ áàëîê, â òîì ÷èñëå
[1−7]. ×òî êàñàåòñÿ ïëàñòèí è îáîëî÷åê, â áîëüøèíñòâå ðàáîò
ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñ÷åò òîëüêî â óïðóãîé ñòàäèè [8−10]. Â
ñòàòüÿõ [11−12] ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îñåñèììåòðè÷-
íîãî èçãèáà êðóãëûõ ïëàñòèí ñ íåëèíåéíî-óïðóãèì çàïîë-
íèòåëåì. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ìãíîâåííàÿ íåëèíåé-
íîñòü. Â ðàáîòå [13] ìîäåëü òðåõñëîéíîé îáîëî÷êè ñ ëåãêèì
çàïîëíèòåëåì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ëèíåéíîé ïîëçó÷å-
ñòè æåëåçîáåòîííîé êîíñòðóêöèè. Ëèíåéíàÿ ïîëçó÷åñòü
òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê èññëåäóåòñÿ òàêæå â ðàáî-
òàõ àâòîðà [14−16]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäåò ðàññìîòðåíà
ìåòîäèêà ðàñ÷åòà òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí, ïîäõîäÿùàÿ äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ çàêîíîâ ïîëçó÷åñòè, â òîì ÷èñëå è íåëèíåéíûõ.

Âûâîä ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé
Ðàññìîòðèì òðåõñëîéíóþ ïëàñòèíó, îáùàÿ òîëùèíà êîòî-

ðîé ðàâíà h, à òîëùèíà íàðóæíûõ ñëîåâ îäèíàêîâà è ðàâíà t
(ðèñ. 1). Äëÿ ðàñ÷åòà áóäåì èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ òåî-
ðèþ òðåõñëîéíûõ êîíñòðóêöèé, ñîãëàñíî êîòîðîé íåñóùèå
ñëîè (îáøèâêè) ïîëíîñòüþ âîñïðèíèìàþò èçãèáàþùèå ìî-
ìåíòû, à çàïîëíèòåëü ðàáîòàåò òîëüêî íà ñäâèã, âîñïðèíèìàÿ
ïîïåðå÷íóþ ñèëó.

Ðèñ. 1. Ýëåìåíò òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû.
Îáîçíà÷èì çà u−, v−, w− − ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê âåðõíåé îá-

øèâêè, u+, v+, w+ − ïåðåìåùåíèÿ íèæíåé îáøèâêè. Ñðåäíèé
ñëîé ïîëàãàåì íåñæèìàåìûì (w− = w+ = w). Äåôîðìàöèè
âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1)

Äëÿ îáøèâîê ïðèíèìàåì, ÷òî îíè ðàáîòàþò óïðóãî. Íàï-
ðÿæåíèÿ â íèõ òîãäà çàïèøóòñÿ â âèäå:

(2)

Äëÿ ñðåäíåãî ñëîÿ ïðèíèìàåì, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ um è vm ïî
òîëùèíå ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó:

(3)

ãäå u è v − ïåðåìåùåíèÿ ñðåäèííîé ïëîñêîñòè.

Ïîëíûå äåôîðìàöèè ñäâèãà çàïîëíèòåëÿ íàéäåì, èñïîëü-
çóÿ ñîîòíîøåíèÿ Êîøè:

(4)

Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ â çàïîëíèòåëå ñ ó÷åòîì ïîëçó-
÷åñòè çàïèøóòñÿ â âèäå:

(5)

Âíóòðåííèå óñèëèÿ â ïëàñòèíå âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ãäå                      − öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü òðåõñëîéíîé
ïëàñòèíû.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

(7)

ãäå q − ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà.
Èç (7) ìîæíî èñêëþ÷èòü ïîïåðå÷íûå ñèëû:

(8)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ èçãèáàþùèõ è êðóòÿùåãî ìî-
ìåíòà èç (6) â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷èì:

(9)

Âûðàçèì âåëè÷èíû α è β èç ôîðìóë äëÿ ïîïåðå÷íûõ ñèë â (6):

(10)

Ïîäñòàâèâ (10) â (13), ïîëó÷èì îñíîâíîå ðàçðåøàþùåå
óðàâíåíèå:

(11)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Äàííîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòü òîëüêî ïðîãèá w, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíóòðåííèõ óñèëèé
íåîáõîäèìû òàêæå ôóíêöèè α è β. ×òîáû ïîëó÷èòü ðàçðåøà-
þùèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî α è β, ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ
äëÿ èçãèáàþùèõ è êðóòÿùåãî ìîìåíòà (6) âî âòîðîå è òðåòüå
óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â (7):

(12)

Ââåäåì ôóíêöèþ ïåðåìåùåíèé ïî ôîðìóëå:
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(13)

Òîãäà ðàâåíñòâî (9) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

(14)

Èç óðàâíåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé ïî-
ñòîÿííà âî âðåìåíè. Èñêëþ÷èì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (12)
ôóíêöèþ β, à èç âòîðîãî ðàâåíñòâà − ôóíêöèþ α:

(15) 

Ïðèðàâíÿâ (15) ê ïåðâûì äâóì óðàâíåíèÿì (6), ïîëó÷èì
ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ α è β:

(16)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âûïîëíÿåòñÿ â 3 ýòàïà: ñíà÷àëà
îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé F èç óðàâíåíèÿ (14), çà-
òåì ïðîãèáû w èç óðàâíåíèÿ (11) è äàëåå ôóíêöèè α è β èç
óðàâíåíèé (16).

Âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà äëÿ ïðîãèáà ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà.
Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå ðàâåíñòâî â (6) ïî x, à
âòîðîå ïî y è ñëîæèì èõ:

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïåðâîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â (7),
ïîëó÷èì â èòîãå:

(18)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàñ÷åòà òðåõñëîéíîé ïëàñòèíêè ñ
ó÷åòîì ïîëçó÷åñòè ñâîäèòñÿ ê ÷åòûðåì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà. Íà êàæäîì êðàå ïëàñòèíû äëÿ
ôóíêöèé w, F, α, β çàäàåòñÿ ïî îäíîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.
Åñëè ïëàñòèíà øàðíèðíî îïåðòà ïî êîíòóðó, òî âî âñåõ òî÷-
êàõ êîíòóðà w = 0. Íà øàðíèðíûõ êðàÿõ ïðè x = 0 è x = a (ñì.
ðèñ. 2) ïîëîæèì β = 0. Òîãäà àâòîìàòè÷åñêè íà ýòèõ êðàÿõ îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü ïðîèçâîäíàÿ        

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî èçãèáàþùèé ìîìåíò Mx áóäåò ðàâåí 
íóëþ ïðè x = 0 è x = a, åñëè           

Àíàëîãè÷íî äëÿ êðàåâ y = 0 è y = b â ñëó÷àå èõ øàðíèðíîãî
îïèðàíèÿ ïðèìåì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

(19)

Ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûå                    íà øàðíèðíî îïåðòîì

êîíòóðå îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî è ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé F íà
íåì ðàâíà íóëþ.

Óðàâíåíèÿ (14), (16), (18) ðåøàëèñü ÷èñëåííî ìåòîäîì êî-
íå÷íûõ ðàçíîñòåé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè
ââîäèëàñü ñåòêà ïî âðåìåíè è èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ýéëåðà.

Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå. 
Áûë âûïîëíåí ðàñ÷åò òðåõñëîéíîé ïðÿìîóãîëüíîé øàð-

íèðíî îïåðòîé ïî êîíòóðó ïëèòû ïðè ñëåäóþùèõ èñõîäíûõ
äàííûõ: h = 8 ñì, E = 2·105 ÌÏà, v = 0.3, tâ = tí = 1.5 ìì, ðàç-
ìåðû ïëèòû a = b = 3 ì. Â êà÷åñòâå çàêîíà ïîëçó÷åñòè èñïî-
ëüçîâàëîñü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà-Ãóðåâè÷à,
èìåþùåå â ñëó÷àå îáúåìíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ âèä:

(20)

ãäå η* − ðåëàêñàöèîííàÿ âÿçêîñòü, f*
ij − ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé

(21)

ãäå p = (σx + σy + σz)/3 − ñðåäíåå íàïðÿæåíèå, δij − ñèìâîë
Êðîíåêåðà, η*

0 − íà÷àëüíàÿ ðåëàêñàöèîííàÿ âÿçêîñòü,
E − ìîäóëü âûñîêîýëàñòè÷íîñòè, m* − ìîäóëü ñêîðîñòè.

Ðåîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðà ïåíîïîëèóðåòàíà: E = 27.38
ÌÏà,  m* = 0.0218 ÌÏà,  = 1.43·104 ÌÏà·÷.

Äëÿ ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè:

Ïîìèìî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà-Ãóðåâè÷à ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ åãî ëèíåàðèçîâàííûé âàðèàíò, â êîòîðîì âÿçêîñòü
η* íå çàâèñèò îò íàïðÿæåíèÿ (η* = η0

*).
Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðîñòà ïðîãèáà â öåíòðå ïëè-

òû ïðè ðàçëè÷íîé âåëè÷èíå íàãðóçêè q. Ñïëîøíûì ëèíèÿì
ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòû ïî íåëèíåéíîé òåîðèè, øòðèõî-
âûì − ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ. 

Ñ óâåëè÷åíèåì íàãðóçêè íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ðàç-
íèöà â õàðàêòåðå êðèâûõ ïîëçó÷åñòè. Ïî íåëèíåéíîé òåîðèè
óâåëè÷åíèå äåôîðìàöèé è çàòóõàíèå ñêîðîñòè ðîñòà ïðîãèáà
ïðîèñõîäèò áûñòðåå. Â êîíöå ïðîöåññà ïîëçó÷åñòè ïðîãèáû,
ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíîãî è ëèíåàðèçîâàí-
íîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò.

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ðîñòà ïðîãèáà ïðè ðàçëè÷íîé âåëè÷èíå
íàãðóçêè

Íà ðèñ. 4−5 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî ãðàôèêè èçìåíåíèÿ
âî âðåìåíè íàèáîëüøèõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â çàïîëíè-
òåëå è íèæíåé îáøèâêå ïî íåëèíåéíîé òåîðèè. Â çàïîëíè-
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òåëå íàïðÿæåíèÿ â íà÷àëå ïðîöåññà óáûâàþò, à â íåñóùèõ ñëî-
ÿõ âîçðàñòàþò. Ïðè t          ïðîèñõîäèò âîçâðàò ê óïðóãîìó ðå-
øåíèþ. Ïî ëèíåéíîé òåîðèè, â îòëè÷èå îò íåëèíåéíîé
íàïðÿæåíèÿ â îáøèâêàõ è çàïîëíèòåëå âî âðåìåíè ïîñòîÿííû.

Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â
çàïîëíèòåëå.

Ðèñ. 5. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â
íèæíåé îáøèâêå.
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