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Рассматривается процесс неизотермического течения неньюто-
новской композиции в сходящемся канале. Одна стенка канала 
наклонена под некоторым углом, а вторая (горизонтальная) дви-
жется с некоторой постоянной скоростью. Такой тип течения при-
нято называть обобщенным куэттовским. Данная модель в ка-
честве обращенной задачи может использоваться для описания 
процессов течения и смешения в различном смесительном обору-
довании при изготовлении различных полимерных композиций. 
Данному процессу в переработке полимеров посвящены многочис-
ленные публикации, частичный обзор которых приведен в [1]. В
данном обзоре было отмечено, что зачастую в качестве реологиче-
ской модели использовался степенной закон. Эта же реологическая 
модель была применена автором в [2, 3]. Однако псевдопластичная 
среда имеет существенный недостаток: при малых скоростях 
сдвига (напряжениях сдвига) эта модель дает бесконечно большую 
вязкость. В этой связи более предпочтительной является реоло-
гическая модель Эллиса [4, 5]. Для течения в канале (рис. 1) данная 
модель записывается следующим образом:

 (1)

При больших скоростях (напряжениях) сдвига она описывается 
степенным законом, а при очень малых скоростях (напряже-
ниях) предсказывает ньютоновское поведение. При этом анализ 
литературы показал отсутствие работ по описанию течения жид-
кости Эллиса в неизотермических условиях с переменной, завися-
щей от температуры, вязкостью. Поэтому в данной работе рас-
сматривается неизотермическое течение высоковязкой неньюто-
новской композиции с переменной вязкостью в сходящемся 
канале (рис. 1). Температура среды T0 и температура стенок канала 
Tw не совпадают. 
Таким образом, в данной работе предпринята попытка разрабо-

тать относительно простую для инженерных приложений модель 

данного процесса, учитывающую зависимость вязкости от темпе-
ратуры и степени диспергирования наполнителя.

Рис. 1. Схема процесса.
Рассматриваемые полимерные среды обладают высокой вязко-

стью, поэтому их течение осуществляется при низких значениях 
критерия Рейнольдса. Это позволяет пренебречь инерционными 
членами в уравнении движения. Принимается также, что попереч-
ные (вторичные) потоки в канале отсутствуют, т.е. можно огра-
ничиться только одной продольной компонентой скорости. В без-
размерном виде реологическое уравнение Эллиса (1) запишется 
следующим образом:

(2) 
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Реологическое уравнение (2) дополняется уравнением движения 
в безразмерном виде:

(3) 

Математическую модель необходимо дополнить также гранич-
ными условиями:  

   (4)
   (5)
   (6)

После первого интегрирования уравнения движения (3) получим:

           ,  (7)

где  Y0 = y0/h0  ордината максимального значения скорости Vx. 
Если в каком-то сечении профиль скорости не имеет экстремума, 
то Y0 не имеет физического смысла и представляет собой констан-
ту интегрирования.
Подставив (7) в (2), имеем:

(8)

После повторного интегрирования с учетом граничного условия 
(5) получим выражение для профиля скорости: 

(9)

Градиент давления можно найти, используя граничное условие (4):

(10)

Для неизотермического случая решение гидродинамической 
задачи проводится одновременно с нахождением поля темпера-
туры. Высоковязкие полимерные композиции обладают низкой 
температуропроводностью. В результате течение таких сред осу-
ществляется, как правило, при высоких значениях критерия Пекле 
(Pe > 100). Это позволяет пренебречь в уравнении энергии осевой 
теплопроводностью по сравнению с конвективным теплоперено-
сом. Уравнение энергии с учетом диссипации энергии имеет вид:

(11)

В процессе течения полимерной композиции в поле переменных 
напряжений и скоростей сдвига наряду с выравниванием концен-
траций происходит диспергирование наполнителя. Этот фактор, 
так же, как и диссипативный разогрев полимера, приводит к сниже-
нию вязкости композиции. В результате падают значения каса-
тельных напряжений, что влечет за собой замедление процесса дис-
пергирования. Поэтому в данной работе учитывается зависимость
вязкости не только от температуры, но и от степени диспергиро-
вания наполнителя:

(12)

Такая постановка задачи требует введения в математическую 
модель уравнения, описывающего кинетику диспергирования на-
полнителя в неоднородном поле напряжений и скоростей сдвига. 
При формулировании такого уравнения предполагалось, что сте-
пень диспергирования однозначно определяется удельными энер-
гозатратами и не зависит в явном виде от температуры [6, 7]:

 (13) 

Для полного определения полей скорости, температуры и дав-
ления необходимо найти еще две неизвестные величины  y0 и h*. 
Для этой цели используют два известных фактора. В сечении, где 
реализуется максимум давления, объемный расход на единицу ши-
рины канала приближенно может быть выражен как для изотерми-
ческого куэттовского потока:

 (14)

При этом можно использовать граничные условия для давления:
  Х = 0  P = P0  (15)
  Х = L  P = P0  (16)
Тогда можно записать:

    , (17)

где градиент давления dP/dX определяется по (10).
Путем совместного интегрирования (14) и (17) определяются Y0

и H*. Если для этой цели использовать итерационный процесс, то в 
качестве первого приближения для этих значений можно использо-
вать формулы для течения ньютоновской жидкости [8].
Представленная модель может быть использована для описания 

процессов смешения и диспергирования в различном оборудовании 
при переработке полимерных композиций. Из общих физических 
представлений очевидно, что величина минимального зазора Hd
может иметь некоторое оптимальное значение, при котором дости-
гаются максимальные смесительный и диспергирующий эффекты.
Это связано с тем, что чрезмерное увеличение этого зазора мо-
жет привести к снижению сдвиговых напряжений настолько, что
не будет обеспечено надлежащее диспергирование наполнителей. 
Исходя, видимо, из этих соображений, авторы [9] за критерий оп-
тимизации высоты диспергирующего зазора взяли произведение 
касательного напряжения в зазоре на расход через него. Такой
критерий позволял найти оптимальный баланс между касатель-
ными напряжениями и объемом композиции, проходящей через 
зону высоких напряжений. Однако в работах [6, 7] было показано,
что степень диспергирования однозначно определяется удельны-
ми энергозатратами. Поэтому более логичным представляется
взять в качестве критерия оптимизации Ad высоты диспергиру-
ющего зазора Hd следующее выражение:

        , (18)
где w – касательное напряжение на подвижной стенке; m – 
средняя скорость сдвига в зазоре высотой hd; Q – объемный расход 
композиции.
Произведение касательного напряжения на скорость сдвига пред-

ставляет собой энергозатраты. Это произведение, кстати, отража-
ется в записи диссипативного члена в уравнении энергии (11). Та-
ким образом, критерий (18) позволяет получить оптимальное соот-
ношение между энергозатратами в зазоре и расходом через него. 
Напряжение измеряется в н/м2, скорость сдвига  в 1/с, расход  в 
м3/с. В результате для критерия (18) получается несколько нестан-
дартная размерность – вт/с.
Задача решалась по итерационной схеме численно методом ко-

нечных разностей. Изначально на нулевом шаге итерации исполь-
зовались распределение скорости и градиента давления по длине 
канала для изотермического случая течения с постоянной вяз-
костью, которые легко получаются из (9) и (10). После этого ре-
шается уравнение энергии (11) и кинетическое уравнение (13). 
После нахождения полей температуры и степени диспергирования 
каждая итерация заканчивалась нахождением эффективной вяз-
кости по (12). На следующем шаге итерации производился уточ-
ненный перерасчет распределений скорости, давления и напря-
жений с учетом зависимости вязкости от температуры и степени 
диспергирования.
Ниже представлены некоторые результаты расчетов, проведен-

ные в безразмерном виде. Как уже отмечалось выше, должно су-
ществовать некоторое оптимальное значение высоты дисперги-
рующего зазора hd. При слишком малой высоте зазора расход ком-
позиции через область высоких напряжений будет мал, поэтому 
снижается доля материала, прошедшего через минимальный зазор. 
Увеличение зазора приводит к снижению сдвиговых напряжений 
и, как результат, к недостаточной степени диспергирования напол-
нителя. Рис. 2 показывает влияние высоты минимального зазора 
на величину обратного потока в канале. Видно, как существенно 
падает максимальная скорость в области обратного потока при 
увеличении диспергирующего зазора. Это свидетельствует об уве-
личении доли материала, проходящего через зазор. Но при этом, 
очевидно, происходит снижение касательных напряжений в этой 
зоне.

      

,

    ,
.
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Рис. 2. Зависимость максимальной скорости в области обратного по-
тока (x = 0, y = y0) от высоты диспергирующего зазора. 1 – h0 = 7 см;
2 – h0 = 11 см; 3 – h0 = 15 см.
Поэтому с помощью критерия (18) были проведены расчеты при 

различных значениях hd и ld. В результате на рис. 3 были постро-
ены серии кривых. Положение максимума на каждой из них пока-
зывает оптимальное значение hd при различных значениях ld. Из 
этого рисунка видно, что с увеличением ld значение оптимальной 
высоты зазора растет.

Рис. 3. Определение оптимальной высоты диспергирующего зазора.
1 – ld = 18 мм; 2 – ld = 24 мм; 3 – ld = 30 мм.
Таким образом, в работе впервые поставлена и решена задача 

о неизотермическом течении неньютоновской полимерной ком-
позиции в сходящемся канале (обобщенное куэттовское течение) 
на основе реологической модели Эллиса. Использование данной 
модели позволяет получить в явном виде выражение для профиля 
скорости. При этом учитывались диссипативные тепловыделения, 
а также зависимость вязкости от температуры и степени диспер-
гирования наполнителя. Показано существенное влияние высоты 
минимального зазора на величину максимальной скорости в об-
ласти обратного потока. Предложен критерий оптимизации высо-
ты минимального зазора и показана методика его применения на 
практике. Предложенный подход может быть использован в инже-
нерной практике для разработки методов описания и оптимизации 
течения полимерной композиции в различных зонах перерабаты-
вающего оборудования.

Обозначения
a – коэффициент температуропроводности; Ad – критерий опти-

мизации высоты диспергирующего зазора; b1, b2, g – эмпирические 
константы; h – высота канала; h0 – высота канала на входе; k, m – рео-
логические константы модели Эллиса; n – индекс течения в сте-
пенном реологическом законе; p – давление; p0 – атмосферное дав-
ление; vx – осевая компонента скорости; vx  средняя скорость 
потока; Т – температура полимера; Tw – температура стенки ка-
нала; T0 – температура полимера на входе в канал; Q – объемный 
расход полимера; x, y – продольная и поперечная координаты; 
y0  ордината  максимального значения скорости; μ – вязкость 
композиции; μw – вязкость при температуре Tw; xy – напряжение 
сдвига,  – скорость сдвига; λ – коэффициент теплопроводности; 
ψ – параметр неизотермичности; Pe, Br – числа Пекле и Бринкмана 
соответственно.
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